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 چکیده
 

 و طیف عملگرهای خطی درهایی برای یافتن مقدارهای ویژه  ، هدف ما این است که با ارائه مثال هایی مناسب روشدر این مقاله

 متناهی بیان کنیم. بردارها و مقدارهای ویژه یک عملگر خطی در بسیاری از شاخه های علوم از جمله علومنا فضاهای هیلبرت با بعد

 هستند.دیفرانسیلی  یا  اکثر عملگرهایی که در این مقاله در نظر گرفته ایم غیرخوالحاق و مهندسی کاربرد دارند.
 

 .، عملگر دیفرانسیلویژه، بردار ویژه، طیفمقدار  ،عملگر خطی کلمات کلیدی:

 

 مقدمه -1

های داربر ، از مسایل تاریخی و کاربردی در ریاضیات و علوم و مهندسی است. مقادیر ویژه و مطالعه طیف و حلال عملگرهای خطی

سعی ن مقاله در ای دارند. ی از شاخه های علمی دیگری کاربردو بسیارویژه در فیریک، شیمی، ریاضی، علوم زیستی و علوم مهندسی 

ن طیف معمولا یافت .شودبرخی عملگرهای خطی و بخصوص عملگرهای غیرخودالحاق و دیفرانسیلی پیدا  مقادیر ویژه شده است، 

ن مقاله  در ای در جبرخطی، استفاده زیادی دارد. بخصوص ،اظرشان انجام می گیرد که این روشعملگرها با کمک ماتریس های متن

یخته و مرزی آم شرایط ،، شرایط مرزی متناوبگرفتن شرایط مرزی از جمله شرایط مرزی دیریکله، شرایط مرزی نیومنبا در نظر 

 . پیدا می شوددوم  یفرانسیلی مرتبهمقادیر ویژه یک عملگر د ،شرایط مرزی دلخواه

 پیش نیازها  -2

:𝐴یک فضای هیلبرت مختلط و  H: فرض کنید که 1 تعریف 𝐻 → 𝐻  .عدد مختلط به یک عملگر خطی در این فضا باشدλ  یک

𝐴𝑣وجود داشته باشد که  Hدر  vبردار غیر صفر  هرگاه گفته می شود  A، برای عملگر مقدار ویژه = 𝜆𝑣 به  . در این صورت v 

Aباشد آن گاه  Aیک مقدار ویژه برای عملگر خطی   λمسلماً اگر عدد مختلط  .گفته می شود λیک بردار ویژه مناظر با  − λI 

 یک به یک نیست و برعکس.

http://www.elitesjournal.ir/
mailto:Rezam_alizadeh@yahoo.com
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:𝐴یک فضای هیلبرت مختلط و  H: فرض کنید که 2تعریف 𝐻 → 𝐻  یک عملگر خطی در این فضا باشد. عدد مختلطλ  یک

Aهرگاه  است   Aمقدار منظم برای  − λ𝐼  یک به یک باشد و(A − λ𝐼)−1 گر خطی کراندار بر یک زیرمجموعه یک عمل 

 باشد. Hچگال از 

به  نشان می دهند  ρ(𝐴)و آن را با  گفته می شودمجموعه حلال این عملگر   Aتمام مقادیر منظم عملگر  مجموعهبه   : 3تعریف 

 : عبارت دیگر

(1) ρ(𝐴) = {𝜆 ∈ ℂ: (A − λ𝐼)−1 ∈ 𝐵(𝐻), (A − λI)D𝐴 = 𝐻} 
 

ازسه بخش دو به دو مجزا  σ(𝐴) .گفته می شود Aطیف  آنبه و  داده می شودنشان  σ(𝐴)در اعداد مختلط با نماد  ρ(𝐴)مکمل  

طیف نقطه ای یعنی  تشکیل می شود. p A  مقادیر ویژهکه در واقع مجموعهA  هستند. طیف پیوسته یعنی  c A  شامل همه

A هستند که عملگر  λاعداد مختلط  − λ𝐼  یک به یک و با برد چگال درH باشد که(A − λ𝐼)−1 ران باشد و بالاخره  بی ک

 طیف باقیمانده یعنی r A  شامل همه اعداد مختلطλ  هستند که عملگر A − λ𝐼  یک به یک و با برد غیر چگال درH .باشد 

را روی همه دنباله های متناهی ) دنباله هایی که از مرتبه ای به بعد جملات آنها صفر هستند(  Bعملگر  ℓ2: در فضای هیلبرت  1مثال

,به شکل  , , ,...k kBe ke k 1 2 این عملگر است و همه  که هر عدد طبیعی یک مقدار ویژه  واضح است .می شودتعریف  3

یعنی  ، طبیعی هستند.این عملگرمقدارهای ویژه  p B N. 

  :برخی از شرایط مرزی معمول عبارتند از :شرایط مرزی

   u u0 1  شرایط مرزی دیریکله :

   ,u u  0 0 1   شرایط مرزی نیومن :0

       ,u u u u  0 1 0 1   شرایط مرزی تناوبی: 

 در شرایط مرزی آمیخته اعداد        ,u u u u       0 0 1 10 0 0 1 1   :شرایط مرزی آمیخته 0

, , ,   0 0 1 1   ثابت های مختلطی هستند.

   ,u u  0 0 0    شرایط آغازین :0

   ,u u  1 0 1    شرایط پایانی :0

 نوع شرایط مرزی در حل سوال های یافتن مقدارهای ویژه اهمیت دارند.

 اندازه مقادیر ویژِه برابر یک هستند. عملگرهای طولپا،: در 1 قضیه

𝑘=1{𝑒𝑘}پایه استاندارد  با در نظر گرفتن  :تعریف
:𝐴عملگر ، ℓ2از فضای هیلبرت  ∞ ℓ2 → ℓ2  که,k kAe e k 1 عملگر  1

1و اگر  نامیده می شودانتقال به راست  10, , 2k kAe Ae e k  ،  عملگر A   به چپ است. انتقالعملگر 

  ورود به نتایج اصلی -3

 فاقد مقدار ویژه است.، عملگر یک واحد انتقال به راست:  2قضیه  

و مقداربردار ویژه متناظر با این  vباشد و  Aمقدار ویژه یک باگر عدد مختلط برهان :
k k

k

v a e





1

اولین اندیس  naو  

 عملگر : این   غیرصفر این سری باشد. براساس تعریف

, ,n k k n

k n

Av e A a e e




  ,از طرف دیگر  0 ,n n nAv e v e a   پس 0 .  اما عملگر انتقال به

، طولپاست و لذا راست 1 .ی م عملگر انتقال به راست نمی تواند مقدار ویژه داشته باشد. پس و این دو نتیجه متناقض هستند

احد و در دایره ای به مرکز مبدا و شعاعطولپاست پس طیف آن  . چون این عملگر،کردپیدا هم براحتی  طیف این عملگر را  توان 
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در صفحه مختلط قرار دارد.حال اگر  0 که به ازای هر توجه کنید در طیف این عملگر قرار دارد.  داد نشان می توان   1

v  :بردار غیرصفر  A I v e  .چنان چه بردار غیرصفر 1
k k

k

v a e





1

 وجود داشته باشد که  A I v e   :آن گاه1

     ,

,...,

k k k k k k k k k k k

k k k

k

k

a e a e e a e a e e a a a e e

a a a

a a a

a a a a

  





  


 

  

  

  

        


   

   
        

   

   
         

   

  1 1 1 1 0 1 1
1 1 1

0 1 1

2

1 2 2

3

2 3 3

0

1
1

1 1 1
0

1 1
0

 

با توجه به این که  0 نتیجه می شود سری  1
k k

k

v a e





1

واگراست که این تناقض است.پس   A I v e  اگر1

 ،باید: نظم عملگر خواهد شد پس طبق تعریفلاجرم یک نقطه م در طیف نباشد  A λI DA  و این با رابطه ای که در 2

 خود صفر هم در طیف قرار دارد پس: در طیف قرار دارد. پس  تناقض دارد. شدبالا اثبات 

   :A    1C 

 (2) 

 

   

   

:

:

p

c

r

A

A

A



  

  



  

  

1

1

C

C

  

را برای عملگرهای انتقال به راست به اندازه دو واحد و سه واحد و غیره  2قضیه به صورت مشابه می توان نتایج بدست آمده در 

 اثبات کرد.

 طیف عملگر انتقال به چپ  -4

:𝐴عملگر  .را  در نظر بگیرید ℓ2فضای هیلبرت  ℓ2 → ℓ2   است، هرگاه:انتقال به چپ عملگر 

(3) 

فرض کنید که   1اگر بردار غیر صفر . 
k k

k

v a e





1

 موجود باشد که ℓ2در 

 A I v 0 : آنگاه 

   , ,... , ,...

, , ,...

Av v a a a a

a a a a a a a a

  

    

  

     

2 3 1 2

2 3
2 1 3 2 1 4 3 1

 

 پس :

 i

ii i i
v a a a

  

  
     

22 2 1 2 2
1 11 0 0

 

Aو این تناقض نشان می دهد که  I .حال اگر  یک به یک است 1 عملگرA I .مثلا اگر بردار  یک به یک نیست

v  به صورت , , , ,...  2 قرار دارد و ثانیا  ℓ2اولا این بردار در  شود تعریف 31 A I v 0پس .  ،مقدار ویژه است

 :لذا

   :A    1C  

   , ,... , ,...A    1 2 2 3
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(4) 

 

 ویژه عملگرهای دیفرانسیلی  مقدارهای -5

. نشان می دهند nPکه ضرایب آنها عضو اعداد حقیقی باشند  را با  nتعریف: مجموعه همه چند جمله ای های با درجه حداکثر 

 یعنی:

(5) 
 

 زیر یک فضای برداری است.این مجموعه به همراه جمع برداری و ضرب اسکالر 

به ازای هر    ... , ... ,n n

n n n nf x a a x a x a x P g x b b x b x b x P c            2 2
0 1 2 0 1 2 R 

 

 

 (6)    

 و مقدارهای ویژه آنها را پیدا می کنیم. ر این فضا دو عملگر تعریف کردهد

مقدارهای ویژه عملگر خطی  : 2مثال        : ,n nT P P T f x x f x  2R R .را در صورت وجود بیابید 

و مقدار ویژه ای از این عملگر خطی : اگر حل  ...n n

n nf x a x a x a x a x a

     1 2
1 2 1 بردار ویژه متناطر با  0

 آن  باشد: 

        T f x f x x f x f x   2 

     ... ...n n n n

n n n nn n a x n n a x a x a x a x a x a x a     

             1 2 1 2
1 2 1 2 1 01 1 2 2 

 پس: 

 

.

.

.

n n

a

a

a a

a n n a















 

0

1

2 2

0
0
2

1

 

این عملگر برابر است با:مجموعه مقادیر ویژه از این معادلات نتیجه می شود که   : , ,...,j j j n 1 1 و تابع  2

  j

jf x x  می تواند تابع ویژه متناظر با مقدار ویژه j j 1  باشد که, ,...,j n1 . با روش مشابه می توان مقدارهای 2

ویژه عملگر       , , , ,...,
kkTf x x f x k n 1 2  را در این فضا پیدا کرد. 3

 اگر  : نشان دهید که 3مثال        : ,n nT P P T f x f x R R .فاقد مقدار ویژه غیرصفر است 

است زیرا اگر  T: واضح است که صفر یک مقدار ویژه حل f x 1  آن گاهTf f 0  حال اگر. )مقدار  )غیر صفر

 ویژه ای از این عملگر خطی  باشد: 

       
 

 

    x c

f x
Tf x f x f x f x

f x

Ln f x x c f x e 

  

 


    

   

 

   

   

 

:

:

p

c

r

A

A

A

  

  



  

  



1

1

C

C

 ... : , , ,...,n

n n nP a a x a x a x a a a a     2
0 1 2 0 1 2 R

           

 

...

...

n

n n

n

n

f x g x a b a b x a b x a b x

cf x ca ca x ca x ca x

         

    

2
0 0 1 1 2 2

2
0 1 2
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مقدارهای ویژه چندین عملگر دیفرانسیلی مرتبه دوم حساب شده  در ادامه چندجمله ای است و لذا این تساوی  تناقض است. fاما 

برای شروع کار عملگر دیفرانسیلی   است. 
 d f x

Af x
dx



2

2
در فضای را    ,L2 که این  بگیرید. می دانیددر نظر   01

دید که تغییر شرایط مرزی این  خواهید در صورت وجود حقیقی هستند. پس مقدار های ویژه این عملگر خودالحاق است. عملگر،

 می شود.ث تغییر مقدارهای ویژه عملگر باع

بشرطی بیابید که در شرایط مرزی  ا ر شدکه در بالا تعریف  A: مقدارهای ویژه عملگر  4مثال   f f 0 1 )با  صدق کنند.0

 شرایط مرزی دیریکله(

Afمقدار ویژه این عملگر باشد:  حل: اگر  f. گرفته می شود اکنون سه حالت در نظر. 

حالت اول :  0  پس در این جا باید مشتق دوم تابعf   صفر باشد و لذا تابعf  پس  .خطی است f x ax b   با در نظر

 :گرفتن شرایط مرزی

 

 

f b

f a

  


  

0 0 0

1 0 0
 

پس نتیجه می شود که  .برابر صفر باشد که امکان ندارد  fپس باید تابع ویژه  0  مقدار ویژهA .نیست 

: حالت دوم 0  اکنون از رابطه ی Af f  مشخصه بصورت نتیجه میشود که معادلهr  2 است که جواب های 0

rآن مختلط هستند و در واقع  i  ن معادله دیفرانسیلی به صورت زیر است.. در این حالت جواب عمومی ای 

(7) 

 :نتیجه می شود شرایط مرزی با کمک  در این جا هم

(9) 

 

 

نمی تواند صفر باشد پس باید  fچون تابع ویژه  sin  0  و لذا,k k   0  و یا k  
که2

, , ,...k 1 2 و تابع های ویژه متناظر عبارتند از  3   sinkf x k x  که, , ,...k 1 2 3 

: حالت سوم 0عبارتند ازاینجا ریشه های معادله مشخصه  . در: r    و جواب عمومی این معادله عبارت است از: 
 

(8) 

 :کنیددر این جا هم شرایط مرزی را اعمال 
 

(11) 

 
 
 

چون  0  پس sinh  0  و لذاb 0  و از این جا نتیجه می شود کهf  ه این گونه نیست. پس در این باید صفر باشد ک

 ، عملگر داده شده مقدار ویژه ندارد.حالت

 نیومن یعنی  جا باز هم همین عملگر را با شرایط مرزیدر این :5مثال   f f  0 1 . باز هم سه حالت می شود گرفتهدر نظر   0

 به یافتن مقدارهای ویژه احتمالی پرداخته می شود.و در هر حالت  گرفتهقبلی را در نظر 

: حالت اول 0  پس در این جا باید مشتق دوم تابعf ،  صفر باشد و لذا تابعf   استخطی.  f x ax b  پس از در نظر

 گرفتن شرایط مرزی:

     cos sinf x a x b x    

 

   sin

f a

f b 

   


   

0 0 0

1 0 0

     cosh sinhf x a x b x  

 

   sinh

f a

f b 

   


  

0 0 0

1 0 0
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f a

f a

   


   

0 0 0

1 0 0
 

خوب در این حالت 0 تابع ثابت غیر صفر است. ،مقدار ویژه است و تابع ویژه متناظرش یک ی 

: حالت دوم 0 اکنون از رابطهAf f شود که معادله مشخصه بصورت  نتیجه میr  2 است که جواب های آن 0

rمختلط هستند و در واقع  i   این معادله دیفرانسیل به صورت زیر است.. در این حالت جواب عمومی 
 

(11) 

 :  نتیجه می شود،  شود هم اگر از شرایط مرزی استفاده جادر این

(12) 

 :و تابع های ویژه عبارتند از  

, که (13) , ,...k 1 2 3    coskf x k x 

: حالت سوم 0 عبارتند از . در اینجا ریشه های معادله مشخصهr   و جواب عمومی این معادله عبارت است از:  
 

(14) 
 

 که در این حالت مقدار ویژه ای بدست نمی آید. شودنتیجه می   شوداگر از شرایط مرزی استفاده 

را با شرایط مرزی  5و 4مثال های  مجددا همان عملگر :6مثال       ,f f f f  0 0 1 با در نظر  باز هم  گرفته  ،در نظر  1

 .پرداخته می شودسه حالت قبلی به جستجوی مقدارهای ویژه گرفتن 

حالت اول:  0  پس در این جا باید مشتق دوم تابعf   باید صفر باشد و لذا تابعf   استخطی. f x ax b   پس از در نظر

 :گرفتن شرایط مرزی 

   

   

f f a b
a b

f f a b a

 
    

   

0 0
0

1 1
 

 مقدار ویژه ندارد. ،داده شده لذا در این حالت عملگر در این حالت تابع ویژه باید صفر باشد که قابل قبول نیست.

: حالت دوم 0 اکنون از رابطهAf f شود که معادله مشخصه بصورت  نتیجه میr  2 است که جواب های آن 0

rمختلط هستند و در واقع  i  .در این حالت جواب عمومی این معادله دیفرانسیل به صورت زیر است . 

(15) 

 با کمک شرایط مرزی : 

   

           cos sin sin cos

a bf f

f f a b a b



     

   
 

           

0 0

1 1
 

: نتیجه می شود   sin sinb a        و لذا k k  
وتابع های ویژه متناظر با این مقدار های ویژه  2

عبارتند از    coskf x k x. 

: حالت سوم 0جا ریشه های  معادله مشخصه  عبارتند از . در اینr   ب عمومی این معادله عبارت است ازو جوا: 

 

 

 

 

     cos sinf x a x b x    

     cosh sinhf x a x b x  

     cos sinf x a x b x    

  , , , ,...k k   
2

1 2 3
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)16) 
 

 نتیجه می شود که عملگر داده شده مقدار ویژه ندارد. ،شرایط مرزیبا اثر دادن  در این جا هم

: در فضای  7مثال ,L2 Ayعملگر دیفرانسیلی  01 y y y   4 را با شرایط مرزی  3   y y 0 1 در نظر بگیرید.  0

 مقدارهای ویژه این عملگر را در صورت وجود بیابید.

مقدار ویژه این عملگر باشد )چون این عملگر خودالحاق است پس مقدارهای وپژه آن حقیقی هستند( پس : فرض کنید که حل

y ع ویژه متناظر با این مقدار وجود دارد که یعنی تابAy y  و لذاy y y y   4 یا بصورت معادل  3

 y y y    4 3 معادله مشخصه متناظر با این معادله دیفرانسیل عبارت است از:  .0 r r    2 4 3 جواب  0

rهای این معادله عبارتند از 



 

   
4 4 4

2 1
2

 اکنون سه حالت در نظر بگیرید. 

: حالت اول  1 در این حالت معادله مشخصه دارای ریشه مضاعف است و لذا جواب معادله دیفرانسیل به صورت

  xy ax b e   است. حال شرایط مرزی را در نظر می گیریم. 2

 

 

y b

y ae a

  


    
2

0 0 0

1 0 0 0
 

yباید می بینیم که  0   که قابل قبول نیست. پس باشد  1 .نمی تواند مقدار ویژه این عملگر باشد 

حالت دوم :   1  در این حالت جواب کلی معادله دیفرانسیل y y y    4 3  به صورت زیر است. 0
   x x

y ae be
    

 
2 1 2 1 

 

     

y a b
a b

y ae be
    

    
  

  
2 1 2 1

0 0 0
0

1 0
 

 پس در این وضعیت هم ، عملگر داده شده فاقد مقدار ویژه است.

: حالت سوم  1 و برابر ادله مشخصه، مختلطمع . در این حالت ریشه های i mi    2 1 هستند. جواب  2

عمومی معادله   y y y    4 3 بصورت   0 cos sinxy e a mx b mx 2 .است 

 

   sin

y a

y e b m

  


  
2

0 0 0

1 0 0
 

sinصفر نیست نتیجه می شود که  yاز معادله دوم و این که  m 0  و لذا  k   1 و در نتیجه
k k    2 21   

,که  , ,...k 1 2 برابر  k. تابع ویژه متناظر با  3 sinx

ky e k x ,که  2 , ,...k 1 2 3. 

: در فضای هیلبرت 3قضیه ,L2 سیلی عملگر دیفران 01   ,Ay ay by y y    0 1 a,که  0 b  دو مقدار ثابت حقیقی

 هستند دارای مجموعه ای شمارش پذیر از مقدارهای ویژه است.

حقیقی است و  ر،ی از این عملگر خطی باشد آنگاه بخاطر خودالحاق بودن این عملگا مقدار ویژهبرهان: اگر

ay by y   . معادله مشخصه دارای دو ریشه است که عبارتند از
b b a

a

  2 4
2

همان طوری که در مثال بالا هم  

bدیدیم اگر a 2 4 bمقدار ویژه نیست. پس فرض کنید که  آن گاه 0 a 2 4 . در این حالت هر دو ریشه مختلط 0

هستند:  
 b ab b a b b a b

i
a a a a a

        
   

22 2 44 4
2 2 2 2 2

پس جواب عمومی معادله دیفرانسیل  

ay by y    : برابر است با 

     cosh sinhf x a x b x  



 ( 9399سال  -3شماره  -5جلد ) مجله نخبگان علوم و مهندسی

 

 115

 

(17) 

 

اگر شرایط آغازین را در نظر بگیریم خواهیم داشت : 
 

sin
b a

a

  
  
  
 

2 4
0

2
 و لذا: 

 
   

 b a ak b
k b a ak b a ak

a a

 
     

   
          

2 2 2
22 2

4 2
4 2 4 2

2 4
 

 پس مقادیر ویژه عبارتند از : 

(19) 
 

, , , ,...k

ak b
k

a




 
 

2 22
1 2 3

4
  

  :برابر است با kکه بردار )تابع( ویژه متناظر با 

(18) 
 

 در ادامه شرایط مرزی را عوض می کنیم و مجددا مقدارهای ویژه عملگر دیفرانسیلی مثال قبل را پیدا می کنیم.

: در مثال قبل  شرایط داده شده را به صورت 9مثال   ,y y  0 1 0 )تقریبا  .آن را پیدا کنید مقدارهای ویژه در نظر گرفته 0

 شرایط آمیخته(

مقدار ویژه این عملگر باشد )چون این عملگر خودالحاق است پس مقدارهای وپژه آن حقیقی هستند( پس : فرض کنید که حل

y یعنی تابع ویژه متناظر با این مقدار وجود دارد کهAy y و لذاy y y y   4 یا بصورت معادل  3

 y y y    4 3  معادله مشخصه متناظر با این معادله دیفرانسیل عبارت است از:  .0

 r r    2 4 3 rجواب های این معادله عبارتند از  0



 

   
4 4 4

2 1
2

 اکنون سه حالت در نظر بگیرید. 

: حالت اول  1  در این حالت معادله مشخصه دارای ریشه مضاعف است و لذا جواب معادله دیفرانسیل به صورت

  xy ax b e   است. حال شرایط مرزی را در نظر می گیریم. 2

 

 

y b

y a

 
 

    

0 1 1

0 0 2
 

پس    1  ست و تابع ویژه متناظر هم برابرمقدار ویژه این عملگر ا  xy x e   22  است. 1

حالت دوم:   1  در این حالت جواب کلی معادله دیفرانسیل y y y    4 3  به صورت زیر است. 0

   x x
y ae be

    
 

2 1 2 1
 

 

 

a
y

y
b









  


  
 

    


 

1 2
0 1 2 1
0 0 1 2

2 1

 

ملاحظه می کنید که هر   1 .یک مقدار ویژه برای این عملگر است 

حالت سوم:   1و برابر این حالت ریشه های معادله مشخصه، مختلط . در i mi    2 1 هستند. جواب  2

عمومی معادله   y y y    4 3 بصورت   0 cos sinxy e a mx b mx 2 .است 

   
cos sin

b
x

a
b a b a

y e A x B x
a a

         
     
        

    

2 2

2
4 4

2 2
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a
y

by



 

      

1
0 1

2
0 0

1

 

پس هر   1  این عملگر برابر اعداد حقیقی است!یک مقدار ویژه برای این عملگر است . در مجموع می توان گفت طیف  

Ayیکی از ساده ترین مثال ها در معادلات دیفرانسیل که دارای نقطه تکین منظم هستند معادله اما  x y xy y     2 0

,جا در این یعنی معادله اویلر است.   .دو مقدار ثابت حقیقی هستندx 0 .نقطه تکین  منظم این معادله است 

x: جواب عمومی معادله 4قضیه y xy y    2 r,سیله در هر بازه ای که شامل صفر نباشد بو 0 r1 ریشه های معادله  2

شاخص  r r r    1  مشخص می شوند. 0

rالف( اگر ریشه ها حقیقی و متمایز باشند آن گاه جواب عمومی معادله اویلر به فرم  r
y a x b x 1 a,است که  2 b  ثابت

 هستند.

ب( اگر ریشه ها حقیقی و برابر باشند آن گاه جواب عمومی معادله اویلر به فرم  ln
r

y a b x x  a,است که  1 b  ثابت

 هستند.

r,و پ( اگر ریشه ها مختلط باشند r i  1 آن گاه جواب عمومی معادله اویلر به فرم  2

    cos ln sin lny x a x b x


    است که,a b .ثابت هستند 

: در فضای هیلبرت 8مثال ,L2 1 عملگر دیفرانسیلی  2   ,Ay x y xy y y    2 4 1 2  را در نظر می گیریم. 0

 دارهای ویژه این عملگر را بیابید.مق

xمقدار ویژه این عملگر باشد  : هرگاه حل y xy y   2 4 ریشه های معادله شاخص یعنی  .0

 r r r    1 4 rبرابرند با :  0
  


3 9 4

2
 :گرفتحالت در نظر  باید سه   حال در مورد 

: حالت اول  
9
4

lnyجواب عمومی معادله دیفرانسیل به صورت   ax bx x
 

 
3 3
2 شرایط  است با در نظر گرفتن  2

a : نتیجه می شود آغازین  b 0  که قابل قبول نیست. پس  
9
4

 مقدار ویژه این عملگر نمی باشد. 

حالت دوم:    
9
4

در این حالت جواب های معادله شاخص، حقیقی هستند و جواب عمومی معادله دیفرانسیل ما به صورت  

y ax bx
      

 
3 9 4 3 9 4

2 a ، نتیجه می شود: جا هم با اعمال  شرایط آغازیندر این است. 2 b 0  که باز هم قابل قبول

، پس در این حالت هم  نیست  
9
4

 نمی تواند مقدار ویژه باشد. 

: حالت سوم  
9
4

صورت های آن مختلط هستند و جواب در این حالت جواب های معادله شاخص، 

 i
r

      
 

3 9 43 9 4
2 2

 هستند و لذا جواب عمومی این معادله برابر است با :  

(21) 

 
 : نتیجه می شودبا کمک شرایط 
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sin ln

a

y

y b


 
      

      
  

3
2

0
1 0

9 4
2 0 2 2 0

2

 

پس  باید 
   ln  2 9 4

2
 باشد. مضرب طبیعی  

   
 

 

 ln ln
, , , ,...

ln
k

k

k
k k



 
  

 
  

          

2
2

9
2 9 4 22

9 4 1 2 3
2 2 4

 

و تابع های ویژه متناظر با این مقدارهای ویژه عبارتند از    
 

sin ln , , , ,...
ln

k

k
y x x x k

  
 
 
 

 
3
2 1 2 3

2
 

 با این حال بسیاری از عملگرهای دیفرانسیلی و مقدارهای ویژه آنها را پیدا کردیم. شدتا این جا روی عملگرهای دیفرانسیلی کار 

، نمونه حاقغیرخودال. در عملگرهای دیفرانسیلی بیضوی ویژه آنها و یا طیف آنها نیستیم وجود دارند که قادر به محاسبه مقدارهای

نظریه طیفی در حالت کلی وجود ندارد و همین ، یک عملگرهای غیرخودالحاقگرها وجود دارند. در زمینه های زیادی از این عمل

تغییرات  دست خوش، ا با تغییر بسیار کوچکی در عملگرامر مطالعه این دسته از عملگرها را دشوار می کند. حلال این نوع عملگره

 [( نوشته شده است. در اینجا 7،9،11]پور)و علی ثامری ([8]اری توسط بایماتف )در این زمینه مقالات بسی غیرقابل پیش بینی می شود.

 ارائه شده است. [12] که درپرداخته می شود به ذکر نمونه ای از این عملگرها 

عملگر دیفرانسیلی غیرخودالحاق       tAu t e t u t    در فضای هیلبرت  2 ,H L 2 0 را با شرایط مرزی  1

که  گرفتهدیریکله، در نظر  0 یک تابع مختلط مقدار است و  و  1 ,C 2 0   زیر قرار دارد. در زاویه و یرد تابع  1

(21) 
 

 

)قضیه تخمین حلال(: هرگاه  4 قضیه
1 2

به قدر کافی بزرگ باشد آن گاه عملگر  و   A I



موجود و پیوسته  1

Mو در نتیجه کراندار است و عدد مثبت   1 2
  :وجود دارد که 

(22) 

 
مقادیر ویژه این عملگر در داخل قطاع  :z z   2C  قرار دارند و این مقدارها رفته رفته به محور طول ها نزدیک و نزدیک

 تر می شوند.

 نتیجه گیری  -6

 در حوزه چندمتغیره ها و عملگرهای بیضوی از دیرباز مورد توجه ریاضیدان ها بوده است.، بخصوص مطالعه عملگرهای دیفرانسیلی

، توجه خود را بر روی نوع های بسیار خاصی از این عملگرها ر وسیع است و بهتر است که محققینبسیاالبته مطالعه در این حوزه 

بیضوی  ، عملگرهای دیفرانسیلیار زیادی در فیزیک و کوانتوم استمعطوف کنند. یکی از این زمینه ها که دارای کاربردهای بسی

   غیرخودالحاق و قطاعی است.  
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