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 چکیده

ی قرار روش کالوکیشن نقطه ای در این مقاله مورد بررسارتعاشات آزاد عرضی تیر دوّار یکسر گیردار با سطح مقطع متغیر با استفاده از 

 -است. با استفاده از تئوری تیر اویلرنظر گرفته شده گرفته و دو تابع تغییرات ضخامت خطی و سهموی برای تغییرات سطح مقطع تیر در

است. حل تیر دوّار بدست آمده لاگرانژ، معادله حرکت-روش اویلر برنولی، انرژی پتانسیل و جنبشی سازه محاسبه شده و به کمک

است. تهلژاندر صورت گرف-معادله حرکت و بدست آوردن فرکانسهای طبیعی از روش کالوکیشن نقطه ای با استفاده از نقاط گاوس

ز نرم . ااندهای دورانی مختلف بر روی فرکانسهای طبیعی سازه بررسی شده و نتایج بدست آمدهاثر توابع تغییرات سطح مقطع و سرعت

افزار کامسول برای شبیه سازی سه بعدی تیر دوّار استفاده و نتایج حاصل از کار تئوری با شبیه سازی اجزاء محدود و مقاله موجود 

اند. از آنجاییکه برای انتخاب پارامتر شیب در دو تابع تغییرات سطح مقطع خطی و سهموی، به هم حجم بودن تیرها توجه مقایسه شده

ایج حاصل علاوه بر اثرات هر تابع تغییر بر فرکانس طبیعی، در شرایط یکسان بودن جنس تیرها، در برگیرنده مقایسه هم است، نت شده

 باشد.وزن دو سازه و تغییرات فرکانس طبیعی بر آن مبنا نیز می
 

 محدود. کالوکیشن، شبیه سازی اجزاءحل ارتعاشات آزاد، تیر دوّار، سطح مقطع متغیّر، روش کلمات کلیدی: 

  مقدمه -1

های بادی، ملخ هواپیما و پروانه کشتی دارند. برای ها، توربینای در صنایع مانند توربوماشینتیرهایی با مقطع متغیرکاربرد گسترده

ها و پیشگیری از وقایع مخربی مانند رزونانس، تحلیل ارتعاشی آنها از اهمیت بالایی برخوردار است. دانستن رفتار دینامیکی این سازه

 توسط محققین مختلف [15-11]و عددی  [10-5]تقریبی [، 4-1]بررسی ارتعاشات آزاد تیرهایی با مقطع متغیر با روشهای تحلیلی 

روش  اند. اور روی ارتعاشات آزاد تیرهای ساکن با مقطع متغیر مطالعه نمودهاز اولین کسانی است که ب [11] 1است. بِیلیانجام شده

ارتعاشات [ 11] 3و برت 2است. جانگتحلیلی برای بررسی ارتعاشات آزاد تیرهای با مقطع غیر ثابت با شرایط مرزی مختلف ارایه کرده

ریتز -از روش ریلی [11] 4اند. آبراتبررسی قرار داده ای و دارای سطح مقطع و شرایط مرزی مختلف را موردآزاد تیرهای چند تکه
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و  1است. ژودهای استفاده کرهای طبیعی میله و تیرهای با مقطع متغیر به کمک توابع حدسی چندجملهبرای بدست آوردن فرکانس

آبادی و د. فیروزانریتز بررسی کرده-ارتعاشات تیر با مقطع مستطیلی و تغییرات خطی را به کمک روش ریلی [11] 2چونگ

و جانگ  3اند. جانگ وو لیارتعاشات عرضی تیر با مقطع متغیر را مورد بحث قرار داده WKBبه کمک روش تقریبی  [20]همکاران

ساکن و دوّار  برنولی-با استفاده از روش حل فروبنیوس و تبدیل ماتریسی به تحلیل ارتعاشات آزاد تیرهای اویلر [22-21] 4یون لی

رات ضخامت خطی، پرداخته و بر اساس پارامتر تغییرات ضخامت تیر و سرعت دورانی نتایج فرکانس طبیعی را ارائه دارای تغیی

اند. از روش سفتی دینامیکی برای یافتن فرکانسهای طبیعی تیر با تغییرات مقطع خطی بهره گرفته [24-23]و همکاران  5اند. بَنرجیکرده

از روش تبدیل دیفرانسیل نیز در بررسی ارتعاشات  [.21-25]اند وش حل فروبنیوس صورت گرفتههای دیگری نیز بر مبنای رمطالعه

بر روی ارتعاشات آزاد تیرهای نازک  [31-30]و همکاران  1هوآنگ [.21-21]آزاد تیرهایی با مقطع متغیر خطی استفاده شده است 

ری توانی های طبیعی را به کمک حل سییرات شیب سازه بر فرکانسهای دورانی و تغدوّار با سطح مقطع متغیر پرداخته و اثر سرعت

برنولی غیر -به تحلیل ارتعاشات عرضی تیرهای اویلر [32]1و مارتین جایگرِ 1اند. دسِموند آدیربرای شکل مودهای آن، بدست آورده

 انی، پارامتر تغییر سطح مقطع وهای دوریکنواخت در شرایط دورانی سازه به کمک روش آدومین پرداخته و با توجه به سرعت

 .شرایط مرزی مختلف پرداخته و روش حل ارائه شده را با نتایج تحقیقات مشابه صورت گرفته، مقایسه نموده است

بیشتر کارهای تحقیقاتی بر روی ارتعاشات آزاد تیرهایی با تغییرات خطی تمرکز دارند، در این مقاله ارتعاشات آزاد تیرهای دوّار و 

 لژاندر مورد بررسی قرار-ای با استفاده از نقاط گاوستغییرات مقطع خطی و سهموی به کمک روش کالوکیشن نقطه دارای

. به کمک همین تابع استاست. برای تابع تقریب شکل مود از جواب دقیق جابجایی تیر غیر دوّار و با مقطع ثابت استفاده شدهگرفته

فرکانس طبیعی اول براساس  3رقم اعشار برای دقت نتایج و همگرایی آنها،  4نظر گرفتن ای و با درتقریب و روش کالوکیشن نقطه

انجام شده و برای هر دو [ 22] حالت خطی مقایسه با حل فروبنیوس. برای ستاپارامتر شیب تیر و سرعت دورانی سازه بدست آمده

است. صورت پذیرفته و مقایسه بین نتایج انجام گرفتهحالت خطی و سهموی شبیه سازی اجزاء محدود به کمک نرم افزار کامسول 

از آنجاییکه به هم حجم بودن دو تیر مفروض با تغییرات خطی و سهموی توجه شده است، نتایج حاصل علاوه بر بیان تاثیرات توابع 

ن دو سازه و هم وز تغییر ضخامت و سرعت دورانی بر فرکانس طبیعی، در شرایط یکسان بودن جنس تیرها، دربرگیرنده مقایسه

   باشد.تغییرات فرکانس طبیعی بر آن مبنا نیز می

 بیان مسئله و روش حل -2

و  𝑏(𝑥) ، مستطیلی در نظر گرفته شده که درآن عمق تیر باتیر ( نمایش داده شده است. سطح مقطع1تیر با مقطع متغیر در شکل )

-، طبق تئوری تیر اویلر 𝑇و جنبشی 𝑈خمشی تیر دوّار، انرژی پتانسیلبرای ارتعاشات آزاد  اند.مشخص شده ℎ(𝑥)ضخامت آن با 

 است: دهشدرنظر گرفته  زیر برنولی مطابق

(1) 𝑈 =
1

2
∫𝐸𝐼(𝑥)(𝑤𝑥𝑥(𝑥, 𝑡))2𝑑𝑥

𝐿

0

+
1

2
∫𝐹(𝑥)(𝑤𝑥(𝑥, 𝑡))2𝑑𝑥

𝐿

0

 

                                                                                                                                                        
1 Zhou 
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 الف( تیر با تغییرات ضخامت خطی ب( تیر با تغییرات ضخامت سهموی  تیر با سطح مقطع مستطیلی با ضخامت متغیر -1شکل 

 

(2) 𝑇 =
1

2
∫𝑚(𝑥)(𝑤𝑡(𝑥, 𝑡))2𝑑𝑥

𝐿

0

 

,𝑤(𝑥طول و  𝐿جرم،  𝑚(𝑥)گشتاور دوم سطح،  𝐼(𝑥)مدول الاستیسیته،  Eکه درآن  𝑡)  جابه جایی عرضی تیر برحسب مکان𝑥 

 شوند:زیر تعریف می هستند. ممان دوم سطح و جرم تیر به صورت 𝑡 و زمان

(3) 𝐼(𝑥) =
𝑏(𝑥)ℎ3(𝑥)

12
 

(4) 𝑚(𝑥) = 𝜌𝐴 = 𝜌𝑏(𝑥)ℎ(𝑥) 
 شوند:تابع تغییرات ضخامت و عمق تیر به شکل زیر تعریف می

(5) 𝑏(𝑥) = 𝑏0𝜉(𝑥)  ℎ(𝑥) = ℎ0𝜂(𝑥) 
شود در راستای محور افقی به آن وارد می 𝐹(𝑥)، نیروی گریز از مرکز  Ωبا سرعت دورانی  𝑦در اثر دوران تیر حول محور عمودی 

 که بصورت زیر است:

(1) 𝐹(𝑥) = ∫𝑚(𝑥)Ω2𝑥𝑑𝑥

𝐿

𝑥

 

 شود:براساس اصل همیلتون معادله زیر حاصل می

(1) 𝛿 ∫ 𝐿𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1

= 𝛿 ∫ (𝑇 − 𝑈)𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1

= 0 

 شود:به صورت زیر تعریف می𝐿 که درآن لاگرانژین 

(1) 𝐿(𝑥, 𝑡, 𝑤𝑥, 𝑤𝑥𝑥 , 𝑤𝑡) =
1

2
(𝜌𝐴𝑤𝑡

2 − 𝐸𝐼𝑤𝑥𝑥
2 − 𝐹(𝑥)𝑤𝑥

2) 
 شود:لاگرانژ به شکل زیر تعریف می-با توجه به مرتبه مشتقات، معادله اویلر

(1) 𝜕𝐿

𝜕𝑤
−

𝜕

𝜕𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕𝑤𝑡

) −
𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝐿

𝜕𝑤𝑥

) +
𝜕

𝜕𝑥2
(

𝜕𝐿

𝜕𝑤𝑥𝑥

) = 0 

 آید:( ، معادله حرکت سازه به فرم زیر بدست می1( در )1با جاگذاری معادله )

(10) (𝐸𝐼(𝑥)𝑤𝑥𝑥)𝑥𝑥 − (𝐹(𝑥)𝑤𝑥)𝑥 +  𝜌𝐴𝑤𝑡𝑡 = 0 
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 شود:با در نظر گرفتن ارتعاشات هارمونیک سازه، فرم زیر برای جابه جایی عرضی حاصل می

(11) 𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑊(𝑥)𝑒𝑖𝜔𝑡 , 𝑖 = √−1 
 شود:( معادله زیر حاصل می10( در )11با جاگذاری معادله )

(12) 𝑑2

𝑑𝑥2
(𝐸𝐼(𝑥)

𝑑2𝑊

𝑑𝑥2
)  −

𝑑

𝑑𝑥
(𝐹(𝑥)

𝑑𝑊

𝑑𝑥
) − 𝜔2 𝜌𝐴𝑊 = 0 

و بی بعد  (12( در معادله )5) تا (3فرکانس طبیعی آن است، با جاگذاری معادلات ) ωشکل مود عرضی تیر و  𝑊(𝑥)که درآن 

 شود:سازی مساله معادله زیر حاصل می

(13) 𝑑2

𝑑𝑋2
[𝜉(𝑋)(𝜂(𝑋))3 (

𝑑2�̅�

𝑑𝑋2
)] − Ω̅2

𝑑

𝑑𝑋
[(∫ 𝜉(𝑋)𝜂(𝑋)𝑋𝑑𝑋

1

𝑋

)
𝑑�̅�

𝑑𝑋
] − �̅�2 𝜉(𝑋)𝜂(𝑋)�̅� = 0 , 𝑋 =

𝑥

𝐿
 

�̅�که در آن  = √
𝜌𝐴0𝐿4𝜔2

𝐸𝐼0
Ω̅بعد، بیانگر فرکانس طبیعی بی   = √

𝜌𝐴0𝐿4Ω2

𝐸𝐼0
بعد شکل مود بی �̅�بعد وبیانگر سرعت دورانی بی 

  فرکانسهای طبیعی از روش کالوکیشن برای حل معادله فوق و یافتن سطح مقطع و اینرسی ابتدای تیر است. 𝐼0و  𝐴0هستند. شده 

 شود:است. برای این منظور فرم جابجایی به شکل زیر فرض میای استفاده شدهنقطه

(14) �̅�(𝑋) = ∑𝐶𝑖𝜑𝑖(𝑋)

𝑛

𝑖=1

 

، معادله زیر (13)در معادله  (14)با جاگذاری معادله  جایی تیر است.تابع تقریب جابه 𝜑𝑖(𝑋) ضرایب نامعین هستند و  𝐶𝑖که در آن 

 آید :بدست می

(15) 

𝑑2

𝑑𝑋2
[𝜉(𝑋)(𝜂(𝑋))3

𝑑2

𝑑𝑋2
(∑𝐶𝑖𝜑𝑖(𝑋)

𝑛

𝑖=1

)] − Ω̅2
𝑑

𝑑𝑋
[(∫ 𝜉(𝑋)𝜂(𝑋)𝑋𝑑𝑋

1

𝑋

)
𝑑

𝑑𝑋
(∑𝐶𝑖𝜑𝑖(𝑋)

𝑛

𝑖=1

)]

−�̅�2 𝜉(𝑋)𝜂(𝑋) ∑𝐶𝑖𝜑𝑖(𝑋)

𝑛

𝑖=1

= 𝑅 ≠ 0

 

 

 :شودگیرد. در روش باقیمانده وزنی و کالوکیشن نقطه ای، باقیمانده بصورت زیر کمینه میباقیمانده نام می 𝑅که تابع 

(11) ∫ 𝛿(𝑋 − 𝑋𝑖)𝑅𝑑𝑋 = 𝑅(𝑋𝑖) = 0
1

0

 

,Xi ϵ [0,1] تابع دلتای دیراک است و  بیانگر 𝛿که  (i = 1,2,3,… , n)  نقاط کالوکیشنی را تشکیل میدهند. تعداد این نقاط باید

( برابر صفر باشد 11مطابق معادله )  𝑋𝑖باید در تمام نقاط  𝑅تابع باقیمانده  در نظر گرفته شوند. 𝐶𝑖برابر با تعداد ضرایب مجهول 

 بنابراین:

(11) 

[
 
 
 
 
𝑅(𝑋1, 𝜑1(𝑋1)) 𝑅(𝑋1, 𝜑2(𝑋1)) … 𝑅(𝑋1, 𝜑𝑛(𝑋1))

𝑅(𝑋2, 𝜑1(𝑋2))
…

𝑅(𝑋2, 𝜑2(𝑋2))
…

…
⋱

𝑅(𝑋2, 𝜑𝑛(𝑋2))
…

𝑅(𝑋𝑛 , 𝜑1(𝑋𝑛)) 𝑅(𝑋𝑛, 𝜑2(𝑋𝑛)) … 𝑅(𝑋𝑛 , 𝜑𝑛(𝑋𝑛))]
 
 
 
 

[

𝐶1

𝐶2

⋮
𝐶𝑛

] = 𝐾𝐶 = 0 

 شوند:معادلات زیر حاصل می  شرط مرزی یکسر گیرداربا توجه به  های طبیعی سازه هستند.، فرکانس𝐾مقادیر ویژه ماتریس

(11) �̅�(0) =
𝑑�̅�(0)

𝑑𝑋
=

𝑑2�̅�(1)

𝑑𝑋2
=

𝑑3�̅�(1)

𝑑𝑋3
= 0 

( را ارضاء نماید، برای این منظور از تابع حل دقیق جابجایی تیر غیر 11باید تمام شرایط مرزی مطابق معادله ) 𝜑𝑖(𝑋)تابع تقریب 

 شود :استفاده میدوّار یکسرگیردار با مقطع ثابت 

(11) 𝜑𝑖(𝑋) = 𝑐𝑜𝑠(𝛾𝑖X)−𝑐𝑜𝑠ℎ(𝛾𝑖X) − 𝛼𝑖(𝑠𝑖𝑛 ( 𝛾𝑖X) −𝑠𝑖𝑛 ℎ(𝛾𝑖X)) 
 که درآن :

(20) 𝛼𝑖 = −
𝑐𝑜𝑠ℎ( 𝛾𝑖 ) + 𝑐𝑜𝑠(𝛾𝑖)

𝑠𝑖𝑛ℎ ( 𝛾𝑖) +𝑠𝑖𝑛(𝛾𝑖)
 

 آید:از حل معادله زیر بدست می  𝛾𝑖(، مقدار ویژه 20( و )11در روابطه )
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(21) 1 + 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝛾𝑖) 𝑐𝑜𝑠(𝛾𝑖) = 0 
 -1از آنجاییکه این نقاط در بازه . ندشوبه عنوان نقاط کالوکیشن درنظر گرفته می 𝑋𝑔 لژاندر-، نقاط گوس11حال با توجه به رابطه 

 شود:استفاده می 1تا  0در بازه به محدوده  𝑋𝑖تعریف شده هستند، بنابراین از تبدیل زیر جهت یافتن  1تا 

(22) 𝑋𝑖 = (
𝑋𝑔𝑖 + 1

2
) 

 نتایج عددی و بحث بر روی آنها -3

 شود:برای نتایج عددی مطابق حل ارایه شده، با فرض ثابت بودن عمق تیر، تابع تغییرات ضخامت به صورت زیر بیان می

(23) 𝜂(𝑋) = 1 − 𝛽𝑠𝑋
𝑠 , s = 1,2 

𝑠بیانگر پارامتر شیب،  𝛽که درآن  = 𝑠بیانگر حالت خطی و  1 = حالت تغییرات سهموی هستند. برای حالت خطی و سهموی،  2

فرکانس طبیعی اول متناسب با تغییرات شیب و سرعت دورانی تیر بدست آمده است. برای اینکه شرایط هم حجمی و با فرض  3

معادل دو تابع  ای شیبیکسان بودن جنس تیرها، هم وزنی نیز در نتایج بدست آمده مورد قیاس دو تابع تغییرات واقع گردد، پارامتره

زه بدست های طبیعی ساتغییرات، با فرض یکسان بودن طول و ابعاد سطح مقطع ابتدایی، بدست آمده و بر مبنای آن فرکانس

[ مقایسه شده و علاوه برآن نتایج حاصل از شبیه سازی 22است. نتایج فرکانس طبیعی حل حاضر برای تابع خطی با نتایج مرجع ]آمده

 لمان محدود به کمک نرم افزارکامسول نیز برای مقایسه نتایج هر دو حالت خطی و سهموی مورد استفاده قرار گرفته است. سه بعدی ا

( برای دو تیر یونیفرم و تیر با تغییرات ضخامت 1در ابتدا بحث همگرایی نتایج با روش حل کنونی و روش فروبنیوس مطابق جدول )

ائه شده است. علت انتخاب این دو نمونه برای مقایسه همگرایی، موجود بودن نتایج آن طبق ار 10خطی در سرعت دورانی بی بعد 

 [ بودند.22حل فروبنیوس ]

 بررسی تعداد جملات همگرایی برای حل حاضر و روش حل فروبنیوس -1جدول 

و سرعت  C=0.9برای تیر با تغییرات ضخامت خطی 

 10دورانی 
 10دورانی برای تیر با مقطع ثابت و سرعت 

 

3
 2

 1 3
 2

 1 
 جواب همگرا شده 4.130124 14.13011 32.13312 12.15125 21.11141 41.11312

 حل حاضر 21 31 55 31 51 11

یی
گرا

هم
ی 

 ها
رم

د ت
دا

تع
 

340 310 300 210 250 240 
 فروبنیوس

[22] 

 

( روند همگرایی تا چهار رقم اعشار برای تیر با شیب تغییرات ضخامت 2اما با توجه به مجموعه نتایج ارایه شده در این مقاله، در شکل )

 ارایه شده است. 10و سرعت دورانی بی بعد  0.1
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 10و سرعت دورانی  0.1همگرایی نتایج سه فرکانس طبیعی اول تیرخطی با شیب تغییرات ضخامت  -2شکل 

 

با توجه به اینکه از شبیه سازی کامسول برای اعتبار سنجی نتایج استفاده شده، نمونه ای از روند همگرایی نتایج آن برای تیر خطی با 

( ارایه شده است. 3، برحسب تعداد درجات آزادی سازه، مطابق شکل )50و سرعت دورانی بی بعد  0.1شیب تغییرات ضخامت 

درجه  113110(، رسیدن به دقت نتایج تا چهار رقم اعشار بر اساس حل شبیه سازی سه بعدی به کمک کامسول در 3مطابق شکل )

 گیرد.صورت می 50و سرعت دورانی بی بعد  0.1آزادی برای سازه ای با تغییرات ضخامت 
 

 
 بررسی همگرایی نتایج سه فرکانس اول تیر براساس حل شبیه سازی سه بعدی کامسول -3کل ش

 

برای  0.15حالت خطی و معادل هم حجم آن، پارامتر شیب  0.1( دربرگیرنده نتایج فرکانس طبیعی اول برای پارامتر شیب 2جدول )

باشد. درصد خطای حل می 50و  20، 10، 5دورانی حالت سهموی است. تغییرات سرعت دورانی شامل حالت ساکن و سرعتهای 

 کالوکیشن و حل کامسول نیز گزارش شده است.
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𝜷𝟏بعد برای حالت خطی طبیعی اول بیفرکانس -2جدول  = 𝟎. 𝜷𝟐حالت سهموی  و معادل هم وزن 𝟏 = 𝟎.  به ازای سرعت دورانی مختلف 𝟏𝟓

𝛽2حالت سهموی و  = 𝛽1حالت خطی و  0.15 = 0.1  

 Ω̅ حل کالوکیشن کامسول |درصد خطا| [22مرجع ]  حل کالوکیشن حل کامسول |خطا درصد|

0.0431 3.1511 3.1545  3.5511 0.1115 3.5151 3.5511 0 

0.1201 1.5411 1.5411  1.4112 0.1232 1.4112 1.4112 5 

0.1111 11.2111 11.2154  11.2455 0.1151 11.2152 11.2455 10 

0.2411 21.2344 21.1111  --- 0.2153 21.2231 21.1111 20 

0.2111 51.2501 51.1411  --- 0.1343 51.4501 51.1251 50 
 

برای حالت تغییرات ضخامت خطی و معادل هم حجم آن،  0.1( دربرگیرنده نتایج فرکانس طبیعی دوم برای پارامتر شیب 3جدول )

 است.برای حالت تغییرات ضخامت سهموی  0.15پارامتر شیب 
 

𝜷𝟏بعد برای حالت خطی طبیعی دوم بیفرکانس -3جدول  = 𝟎. 𝜷𝟐 و معادل سهموی هم وزن آن  𝟏 = 𝟎.  به ازای سرعت دورانی مختلف 𝟏𝟓

𝛽2حالت سهموی و  = 𝛽1حالت خطی و   0.15 = 0.1  

 Ω̅ حل کالوکیشن کامسول |درصد خطا| [22مرجع ]  حل کالوکیشن حل کامسول |درصد خطا|

0.0151 20.2111 20.2155  21.3311 0.1125 21.3013 21.3311 0 

0.2241 24.1154 24.1315  24.1105 0.1111 24.1314 24.1105 5 

0.0045 32.1120 32.1105  32.1111 0.0245 32.1111 32.1111 10 

0.1132 54.5111 54.0120  --- 1.1310 53.4114 53.3131 20 

0.0105 124.2540 124.2410  --- 0.1152 125.4335 125.2011 50 
 

حالت تغییرات ضخامت خطی و معادل هم حجم آن، پارامتر  0.1( دربرگیرنده نتایج فرکانس طبیعی سوم برای پارامتر شیب 4جدول )

 برای حالت تغییرات ضخامت سهموی است.  0.15شیب 
 

𝜷𝟏بعد برای حالت خطی طبیعی سوم بیفرکانس -4جدول  = 𝟎. 𝜷𝟐حالت سهموی  و معادل هم وزن 𝟏 = 𝟎.  به ازای سرعت دورانی مختلف 𝟏𝟓

𝛽2حالت سهموی  = 𝛽1حالت خطی   0.15 = 0.1  

 Ω̅ حل کالوکیشن کامسول |درصد خطا| [22مرجع ]  حل کالوکیشن حل کامسول |درصد خطا|

0.4112 50.1114 50.1405  51.1111 0.1511 51.5320 51.1100 0 

0.2511 12.1114 12.1311  12.5113 0.1111 12.0110 12.5113 5 

0.0324 11.1100 11.1511  11.1133 0.1112 11.5002 11.1134 10 

0.2112 100.2111 11.1111  --- 1.5143 11.0111 100.1121 20 

2.1143 210.1105 205.0153  --- 0.4521 201.1125 201.0411 50 
 

حالت تغییرات ضخامت خطی و معادل هم حجم آن، پارامتر  0.4طبیعی اول برای پارامتر شیب ( دربرگیرنده نتایج فرکانس 5جدول )

 برای حالت تغییرات ضخامت سهموی است. 0.1شیب 
 

𝜷𝟏بعد برای حالت خطی طبیعی اول بیفرکانس-5جدول  = 𝟎. 𝜷𝟐حالت سهموی  و معادل هم وزن 𝟒 = 𝟎.  به ازای سرعت دورانی مختلف 𝟔

𝛽2و حالت سهموی  = 𝛽1حالت خطی و   0.6 = 0.4  

 Ω̅ حل کالوکیشن کامسول |درصد خطا| [22مرجع ]  حل کالوکیشن حل کامسول |درصد خطا|

0.1111 4.2101 4.2122  3.1311 0.1132 3.1432 3.1311 0 

0.5510 1.0050 1.1112  1.1121 0.1201 1.1101 1.1121 5 

0.0353 11.1101 11.1011  11.4200 0.0113 11.4210 11.4200 10 

0.0213 21.4150 21.4113  --- 0.0051 21.3311 21.3311 20 

0.0013 51.4111 51.4144  --- 0.0045 51.3120 51.3011 50 
 

حالت تغییرات ضخامت خطی و معادل هم حجم آن، پارامتر  0.4( دربرگیرنده نتایج فرکانس طبیعی دوم برای پارامتر شیب 1جدول )

 برای حالت تغییرات ضخامت سهموی است. 0.1شیب 
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𝜷𝟏بعد برای حالت خطی طبیعی دوم بیفرکانس - 1جدول = 𝟎. 𝜷𝟐 و معادل سهموی هم وزن آن  𝟒 = 𝟎.  به ازای سرعت دورانی مختلف 𝟔

𝛽2حالت سهموی و  = 𝛽1حالت خطی و   0.6 = 0.4  

 Ω̅ حل کالوکیشن کامسول |درصد خطا| [22مرجع ]  حل کالوکیشن حل کامسول |درصد خطا|

0.0151 20.2111 20.2155  11.1131 0.0121 11.1000 11.1131 0 

0.0222 23.3100 23.3152  22.1112 0.0411 22.1120 22.1112 5 

1.1005 30.5541 30.1141  30.1212 0.0031 30.1210 30.1212 10 

0.1531 50.5411 50.1211  --- 0.1411 52.0154 51.1310 20 

0.0210 111.3505 111.3111  --- 0.01410 120.5011 120.5111 50 
 

حالت تغییرات ضخامت خطی و معادل هم حجم آن، پارامتر  0.4( دربرگیرنده نتایج فرکانس طبیعی سوم برای پارامتر شیب 1جدول )

 برای حالت تغییرات ضخامت سهموی است. 0.1شیب 
 

𝜷𝟏بعد برای حالت خطی طبیعی سوم بیفرکانس -1جدول  = 𝟎. 𝜷𝟐حالت سهموی  و معادل هم وزن 𝟒 = 𝟎.  به ازای سرعت دورانی مختلف 𝟔

𝛽2حالت سهموی  = 𝛽1حالت خطی   0.6 = 0.4  

 Ω̅ حل کالوکیشن کامسول |درصد خطا| [22مرجع ]  حل کالوکیشن حل کامسول |درصد خطا|

0.4111 50.1114 50.1405  50.3531 0.4111 50.1131 50.3531 0 

0.3010 54.2110 54.1011  53.1110 1.5220 53.1514 53.1110 5 

0.3111 12.3511 12.1013  13.5511 0.1112 14.0141 13.5511 10 

0.4133 11.0014 11.5133  --- 0.5141 11.3111 11.1214 20 

0.1440 115.1551 111.0231  --- 0.0121 114.1521 115.0121 50 
 

برای  0.1حالت خطی و معادل هم حجم آن، پارامتر شیب  0.1( دربرگیرنده نتایج فرکانس طبیعی اول برای پارامتر شیب 1جدول )

 حالت سهموی است.

𝜷𝟏بعد برای حالت خطی طبیعی اول بیفرکانس -1جدول  = 𝟎. 𝜷𝟐حالت سهموی  و معادل هم وزن 𝟔 = 𝟎.  به ازای سرعت دورانی مختلف 𝟗

𝛽2حالت سهموی و  = 𝛽1حالت خطی و   0.9 = 0.6  

 Ω̅ حل کالوکیشن کامسول |درصد خطا| [22مرجع ]  حل کالوکیشن حل کامسول |درصد خطا|

0.1100 5.1112 5.1015  3.1343 0.1441 3.1311 3.1342 0 

0.0101 1.5521 1.5453  1.1454 0.0111 1.1515 1.1454 5 

0.5041 12.1033 12.0425  11.1023 0.1413 11.1111 11.1023 10 

0.0111 21.1311 21.1351  --- 0.0525 21.5351 21.5244 20 

0.0321 51.1324 51.1414  --- 0.0233 51.5111 51.4111 50 
 

برای  0.1حجم آن، پارامتر شیب حالت خطی و معادل هم  0.1( دربرگیرنده نتایج فرکانس طبیعی دوم برای پارامتر شیب 1جدول )

 حالت سهموی است.
 

𝜷𝟏بعد برای حالت خطی طبیعی دوم بیفرکانس -1جدول  = 𝟎. 𝜷𝟐 و معادل سهموی هم وزن آن  𝟔 = 𝟎.  به ازای سرعت دورانی مختلف 𝟗

𝛽2حالت سهموی و  = 𝛽1حالت خطی و   0.9 = 0.6  

 Ω̅ حل کالوکیشن کامسول |درصد خطا| [22مرجع ]  حل کالوکیشن حل کامسول |درصد خطا|

0.0541 20.1221 20.1111  11.4111 0.0111 11.4150 11.4111 0 

0.0111 23.0051 22.1114  21.1201 0.0133 21.1111 21.1201 5 

0.4011 30.1115 21.1115  21.4013 0.0311 21.3111 21.4013 10 

0.0511 41.1210 41.5120  --- 0.0301 50.0011 41.1121 20 

0.1211 111.1411 110.1525  --- 0.1412 111.5514 111.3112 50 
 

برای  0.1حالت خطی و معادل هم حجم آن، پارامتر شیب  0.1( دربرگیرنده نتایج فرکانس طبیعی سوم برای پارامتر شیب 10جدول )

 حالت سهموی است.
 



 ( 9311سال  -5شماره  -5جلد ) مجله نخبگان علوم و مهندسی

 

 101

𝜷𝟏بعد برای حالت خطی طبیعی سوم بیفرکانس -10جدول  = 𝟎. 𝜷𝟐حالت سهموی  و معادل هم وزن 𝟔 = 𝟎.  به ازای سرعت دورانی مختلف 𝟗

𝛽2حالت سهموی  = 𝛽1حالت خطی   0.9 = 0.6  

 Ω̅ حل کالوکیشن کامسول |درصد خطا| [22مرجع ]  حل کالوکیشن حل کامسول |درصد خطا|

0.2155 44.1110 44.1142  44.0241 0.3031 43.1110 44.0241 0 

0.4114 41.1544 41.1141  41.1411 0.1010 41.1112 41.1411 5 

1.4101 55.0051 55.1320  51.4311 0.0151 51.3144 51.4311 10 

0.1411 11.3511 10.0311  --- 0.0032 15.4113 15.4110 20 

1.3213 111.1301 110.3114  --- 0.0101 115.1110 115.5113 50 
 

طبیعی به ازای سرعت های دورانی مختلف برای تیر با تغییرات سطح مقطع خطی رسم شده ( روند تغییرات فرکانس 4در شکل )

و پایین تر،  5است. اثر سرعت دورانی سازه بر سه فرکانس طبیعی اول بطور مشخصی در سرعت های دورانی بی بعد در محدوده 

ای طبیعی سازه از سرعت دورانی، صعودی است و با باشد. روند تاثیر پذیری فرکانس ه، کمتر می5نسبت به سرعت های بالاتر از 

 شوند.افزایش سرعت دورانی، هر سه فرکانس طبیعی سازه بیشتر می

در حالت هم حجم تیرهای خطی و سهموی ارایه شده، فرکانس طبیعی اول تیر سهموی همواره بیشتر از حالت خطی است اما این 

بر شود، برای حالت تیر ساکن و تیر دوّار با سرعت دورانی برادورانی وابسته میتفاوت در فرکانسهای طبیعی دوم و سوم به سرعت 

و بعد از آن فرکانس حالت تغییرات مقطع خطی بیشتر  10، فرکانس حالت تغییرات مقطع سهموی بیشتر و برای سرعت دورانی 5

ر با تغییرات با تغییرات مقطع خطی بیشتر از تیاست. درصد تغییرات فرکانس اول تا سوم بر مبنای تغییرات سرعت دورانی، در تیر 

مقطع سهموی است. تغییرات فرکانس طبیعی اول به ازای سرعت های دورانی مختلف و نسبت وزنی تیر در حالت تغییرات مقطع 

سهموی  های اول تیر با تابع تغییرات ضخامتاست. فرکانس( نمایش داده شده5خطی و سهموی به تیر با مقطع ثابت، در شکل )

بیشتر از تیر با تابع تغییرات ضخامت خطی هستند اما با افزایش سرعت دورانی از اختلاف نتایج فرکانسی تیر با تابع تغییرات سهموی 

شود، دلیل این امر افزایش سهم انرژی پتانسیل ناشی از دوران سازه در مقابل سهم انرژی پتانسیل خمشی است که و خطی کاسته می

ات ضخامت ها، تیر با تغییرشود. با درنظر گرفتن هم حجم بودن سازهتفاوت در توابع تغییرات ضخامت تیر می سبب کاهش اثر

است که از  𝛽دهد و دلیل این امر محدوده پارامتر سهموی گستره وزنی کمتری را نسبت به تیر با تغییرات مقطع خطی پوشش می

 شود.را شامل می 1صفر تا 
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 فرکانس طبیعی اول تیر با تغییرات سطح مقطع خطی و سهموی به ازای وزن بی بعد و سرعت های دورانی مختلف -5شکل 

 

برای خطی و معادل هم حجم آن در تغییرات سهموی  0.1شکل مودهای تیر با تغییرات ضخامت خطی و سهموی به ازای شیب 

 ه است.( به کمک شبیه سازی کامسول ارایه شد1( در شکل )0.1)شیب 
 

0.1تیر با تغییرات ضخامت سهموی و شیب 

 

0.1تیر با تغییرات ضخامت خطی و شیب 

 

  

  
 فرکانس طبیعی اول تیر با تغییرات سطح مقطع خطی و سهموی به ازای وزن بی بعد و سرعت های دورانی مختلف -1شکل 

 

 نتیجه گیری -4

تن تابع لژاندر و درنظر گرف-ای با استفاده از نقاط گاوسروش کالوکیشن نقطه ارتعاشات آزاد تیر دوّار با سطح مقطع متغیر به

جایی تیر ساکن با سطح مقطع ثابت به عنوان تابع تقریب، در این مقاله ارائه و دو تابع تغییرات ضخامت خطی و سهموی جهت جابه

ا، سه فرکانس با در نظر گرفتن شرایط هم حجم تیره بررسی اثرات تغییرات سطح مقطع بر فرکانس طبیعی سازه در نظر گرفته شدند.
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طبیعی اول به ازای توابع خطی و سهموی برای تغییرات ضخامت و پارامترهای شیب معادل آنها در شرایط دورانی سازه بدست آمدند. 

ورد بررسی یر دوّار را مکه با روش حل فروبنیوس، ارتعاشات آزاد ت نتایج حاصل از مقاله اینتایج حالت تغییرات ضخامت خطی با 

قرار داده بود، مقایسه شدند. به کمک نرم افزار کامسول جهت شبیه سازی سه بعدی ارتعاشات تیر دوّار اقدام شد و نتایج تئوری 

بدست آمده از روش حاضر برای هر دوحالت تغییرات خطی و سهموی با آن مقایسه شدند. با درنظر گرفتن سرعت های دورانی 

( اثر پارامتر شیب و سرعت دورانی بر 4یسه هم وزن دو تیر با تغییرات ضخامت خطی و سهموی انجام و مطابق شکل )مختلف، مقا

تغییرات فرکانس طبیعی پایه، ارائه شدند و نتایج مورد بحث قرار گرفتند. نتایج حاصل شده، نشان می دهد روش کالوکیشن نقطه ای 

ی در مقایسه با سایر نتایج موجود و همچنین شبیه سازی های اجزاء محدود دارد. همچنین لژاندر دقت خوب-با استفاده از نقاط گوس

در روش ارائه شده در این مقاله با توجه به استفاده از توابع شکل مربوط به حل دقیق تیر با سطح مقطع ثابت و شرط مرزی یکسرگیردار 

 است.روش حل فروبنیوس حاصل شده، نرخ همگرایی مناسبی در مقایسه با سایر روش ها از جمله 
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 1پیوست 
 

   فهرست نمادهای انگلیسی

A  2(مساحت سطح مقطع(m   

b  عمق تیر(m)   

C ضرایب نامعین تابع حدسی   

E  مدول الاستیسیته(Pa)   

F  نیروی گریز از مرکز(N)   

h  ضخامت تیر(m)   

I  4(ممان دوم سطح(m   

L  طول تیر(m)   

m  جرم سازه(Kg)   

n تعداد جملات تابع حدسی   

R تابع باقیمانده   

T  انرژی جنبشی(J)   

U  انرژی پتانسیل(J)   

W  شکل مود تیر(m)   

W̅ شکل مود بی بعد شده   

 

 فهرست نمادهای یونانی

α ضریب نسبت در تابع حدسی 

β پارامتر شیب 

γ مقدار ویژه فرکانسی 

δ تابع دلتای دیراک 

η تابع تغییرات ضخامت تیر 

ξ تابع تغییرات عمق تیر 

ρ  3(چگالی-(Kgm 

φ بعد شدهتابع حدسی شکل مود در حالت بی 

Ω  1(سرعت دورانی تیر-(rads 

�̅� بعد شدهسرعت دورانی بی 

ω  1(فرکانس طبیعی سازه-(rads 

ω̅ فرکانس طبیعی بی بعد شده 
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Abstract 
 

Free transverse vibration of rotating tapered beams with linear and parabolic variations 

of the cross-section is investigated in this paper. The equation of motion is derived using 

the Euler-Bernoulli beam theory and the governing differential equation is solved using 

the weighted residual collocation method. The Gauss-Legendre points are employed to 

derive the algebraic system of equations in the collocation method. For the trial functions, 

the exact solution shape functions for the uniform beam are used in the presented method. 

The effects of various parameters, including taper parameter, profile function, and 

rotating speed on the natural frequencies are investigated. For the cases considered in this 

paper, the results of available published data for similar problems along with those 

obtained from the 3D finite element simulations using COMSOL were used for validation 

of the proposed method. 
 

 


